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Presentation 



Ce document presente l’enseignement de « Mecanique du point et du systeme de points 
materiels », dispense pendant quelques annees par les auteurs a la Faculte des Sciences de 
Rabat. Certes, les ouvrages de qualite consacres a cette meme partie de la physique classique 
sont nombreux et chacun d’eux comporte generalement son originalite qui traduit la signature 
de ses auteurs. C’est justement ce cachet, fruit d’une experience pedagogique qui fait que 
nous avons privilegie dans le developpement du document tel aspect sur tel autre tout en 
restant a l’interieur des contours des programmes de mecanique classique generalement 
enseignes. C’est done pour faire partager ces ‘’petits errements” aux etudiants, aux collegues, 
et autres concernes que nous avons ete encourages a publier ce cours. Les lecteurs 
remarqueront que le present document a insiste de maniere particuliere sur quelques aspects 
mathematiques ou physiques a travers lesquels on peut decouvrir quelques fondements de la 
mecanique du point et du systeme de points materiels. On peut citer notamment le probleme 
du reperage, le triedre de Frenet , la notion de referentiel, le pendule de Foucault et autres 
applications liees a la dynamique terrestre, les collisions elastiques et inelastiques, les 
oscillateurs harmoniques, le probleme a deux corps etc... Ce document n’est surement pas 
exempt d’ imperfections ou de ‘’coquilles” qui ont pu echapper a notre attention ; les lecteurs 
nous en excuseront volontiers et toutes leurs remarques seront les bienvenues. 

Les auteurs 




Chapitre I 



I- Reperage d'un point materiel. Systemes de coordonnees, surfaces et 
courbes coordonnees. 



L'espace physique est decrit par un espace euclidien (dimension 3) ou sont definis 
les angles et les distances. La position de tout point materiel M dans cet espace est definie 

par rapport a un (ou plusieurs) objet(s) appele(s) repere. Pour caracteriser cette position c'est 
a dire pour reperer le point M, il suffit en general de determiner 3 parametres reels q^, q 2/ q 

ou coordonnees du point. A cet effet on definit un systeme de coordonnees coherent qui 
peut engendrer un espace dans lequel on associe a tout point M trois nombres q^, q^,q^ de 

maniere unique. 

1- Systemes de coordonnees 
a- Coordonnees cartesiennes 

Soit un point origine O et un systeme d'axes (Oxyz) sur lesquels on considere 
trois vecteurs unitaires c, ,c 2/ c, supposes constituer une base orthonormee directe. Tout 
point M de l'espace peut etre caracterise par ses coordonnees cartesiennes q^ = x, q 2 = y, q^ = 

— ^ ^ ^ ^ 

z qui sont les projections de OM sur les axes Ox , Oy et Oz respectivement (figure 1.1) , 
c'est-a-dire : 



OM = x e, + y e 2 + z e 3 



x = Om, est l'abscisse du point M, y = Om 2 l'ordonnee et z = Om 3 la cote avec x,y,ze]- 

oo ; + oo [. 




z 




b- Coordonnees cylindriques 



En coordonnees cylindriques tout point M peut etre caracterise de maniere 
egalement unique par la connaissance des trois parametres r,cp ,z : 



q = r = |Om| > 0 (rayon vecteur) |Om| 

— ^ ^ 

q = cp = ( Ox , OM ) e [0,2n[ (angle polaire) 

q 3 = z = Om e ] -go,+co [ (cote) 



Les points m et m' sont les projections orthogonales de M respectivement sur le plan polaire 
— ^ ^ ^ 

( Ox , Oy ) et sur l'axe Oz (voir Figl.2). 



Z 




X 



Fig. 1.2 




c- Coordonnees spheriques 



En coordonnees spheriques tout point M de l'espace (figure 1.3) peut etre 
caracterise de maniere egalement unique par la connaissance des trois parametres (ou 
coordonnees spheriques), p,0,(p definis par : 



q = p = | OM | e [0,+oo [ (rayon vecteur) 

q 2 = 0 = ( Oz , OM ) e [0,ti] (colatitude ) 

— ^ ^ 

q 3 = p ^ ( O x , Om ) e [0,271 [ (longitude) 




Remarque : 

Si (q 1 ,q 2 ,q 3 ) est un systeme de coordonnees coherent, alors q 1 ,q 2 ,q 3 peuvent etre 

exprimees en fonctions des coordonnees d'un autre systeme. Ainsi nous pouvons avoir en 
fonction des coordonnees cartesiennes par exemple : 

= q i ( X /V,z) ; q 2 = q 2 (x,y,z) ; q 3 - q 3 (x,y,z) 



et inversement 



x= x (q 1 ,q 2 ,q 3 ) ; y = y (q a ,q 2 ,q 3 ) ; 



z = z (q r q 2 .q 3 ) 




dans les cas particuliers ou nous prenons comme les coordonnees r,(p,z nous aurons 

des relations qui existent entre les deux systemes de coordonnees cartesiennes et 
cylindriques : 

x = r cos (p 
y = r sin (p 
z = z 

et inversement : 

r = y/x 2 + y 2 

y y 

(p = Arctg ou n + Arctg (selon les signes respectifs de x et de y) 

X X 



z = z 

De la meme maniere nous avons entre les coordonnees spheriques et cartesiennes les 
relations : 



x = p sin 9 cos (p 
y = p sin 0 sin (p 
z = p cos 9 

et inversement : 

p = y/x 2 + y 2 + z 2 

y/x 2 + y 2 _ y/x 2 + y 2 

0 = Arctg ^ ou n + Arctg (selon le signe de z) 

y y 

(p = Arctg ou n + Arctg (selon les signes respectifs de x et y) 

X X 

Enfin entre les coordonnees spheriques et cylindriques nous avons : 

r = p sin 0 
(p = (P 

z = p cos 9 



et inversement : 




p = y/r 2 + z 2 

9 = Arctg ^ ou n + Arctg ^ (selon le signe de z) 

(P = (p 

II- Surfaces coordonnees. Courbes coordonnees 
1- Definitions 
a- Surface coordonnee 

Soit ^^ 2 ^ 3 ) un systeme de coordonnees, on appelle "surface coordonnee" 
l'ensemble des points ou l'une des coordonnees q. est constante. On l'appelle egalement 
surface " iso q 

1 

b- Courbe coordonnee 

L'intersection de deux surfaces coordonnees quelconques est une courbe ou seule 
la troisieme coordonnee varie; on appelle cette courbe une courbe coordonnee "q. variable". 

Ainsi l'intersection des surfaces " iso q„ " et " iso q„ " est la courbe coordonnee "q„ 

M 1 m 2 A3 

variable". 

Remarques : 

“&C 

Dans un systeme de coordonnees (q^q^q^) quelconque tout point M^^q^q ) est a 
l'intersection des trois surfaces coordonnees " iso q. " i = 1,2,3 comme il est egalement a 
l'intersection des trois courbes q variable associes a i = 1,2,3. 

1 

On dit que les courbes coordonnees sont orthogonales au point M(q i ,q 2 ,q 3 ) si les tangentes 
en M aux trois courbes "q. variable" pour i = 1,2,3 sont perpendiculaires deux a deux (voir 

figure II.l). 




Fig. II.l 



2- Application au cas de systemes de coordonnees simples 

II s'agit de determiner les surfaces et les courbes coordonnees que nous avons 
definies precedemment dans les cas des coordonnees cartesiennes, cylindriques et 
spheriques successivement. 



a- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees cartesiennes. 



Soit un point M(x,y,z) defini par ses coordonnees cartesiennes; la surface x = x\ = 
cte (" iso x ") est le plan ( 7 iq) parallele au plan (Oy,Oz) passant par le point d'abscisse x\ 
sur l'axe Ox. De meme la surface y = yi = cte (" iso y ") est le plan (712) parallele au plan 
(Ox,Oz) et passant par le point B| d'ordonnee y\ sur l'axe Oy. Enfin la surface z = zj = cte (" 
iso z ") est le plan (7x3) parallele au plan (Ox,Oy) et passant par le point de l'axe Oz et de 
cote zi (figure II. 2 ). 






X' 




X 




La courbe "x variable"est l'intersection des plans (712) et (713), par consequent c'est 
la droite X'X . La courbe "y variable" est l'intersection de (713) et (71:3) c'est done la droite Y'Y et 
la courbe "z variable" est l'intersection des plans (tx j ) et (712), soit done la droite Z'Z. La figure 
II . 3 presente ces courbes coordonnees au point M. 



Z 




b- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees cylindriques 

Soit M(r,(p,z) defini par ses coordonnees cylindriques (figure II. 4 ); la surface r = r-j 
= cte (" iso r ") est le cylindre (C) d'axe Oz et de rayon r = r^ = | OM | . La surface cp = cp^ = cte 
(" iso 9 ") est le demi-plan (P) : (Oz ,Om). Enfin la surface z = z-y = cte (" iso z ") est le plan 
(P 1 ) parallele au plan (Ox,Oy) et contenant le point M de cote z = Z|. 






z 





Fig. II.4 



Pour les courbes coordonnees, celle qui correspond a "r variable" est 1' intersection de 11 iso (p 11 
et 11 iso z done e'est la demi droite O'M. La courbe coordonnee "cp variable" est 
l'intersection de " iso r " et de " iso z " e'esu par consequent le cercle de centre O' et de rayon 
O'M. Enfin la courbe coordonnee "z variable" est l'intersection des surfaces " iso r " et " iso 
(p ", e'est par consequent la droite mM parallele a Oz et passant par M. 

La figure II. 5 represente de maniere simplifiee les courbes coordonnees et le point 
M(r,(p,z) qui se trouve a leur intersection. 




c- Surfaces et courbes coordonnees en coordonnees spheriques 



Soit un point M(p,0,(p) defini par ses coordonnees spheriques (figure II. 6). 




z 




Fig. II. 6 



La surface p = pg = cte (" iso p ") est la sphere de centre O et de rayon OM = pg = cte; la 



surface 0 = 0 q = cte (" iso 0 ") est le demi cone de sommet O et de demi angle au sommet 



9 = 0Q. Enfin la surface (p = <Po ~ c ^ e (" is° 9 ") es t le demi plan meridien (Oz,Om). 



La courbe coord onnees "p variable" est a l'intersection des surfaces " iso 0 11 (demi 
cone) et " iso (p 11 (demi plan meridien), c'est par consequent (D) la demi-droite OM. La 
courbe coordonnee "q variable" est l'intersection des surfaces " iso p " et " iso (p " c'est-a-dire a 
l'intersection de la sphere et du demi-plan meridien, c'est par consequent le demi-cercle (C) 
est appele demi cercle meridien. Enfin la courbe coordonnee "(p variable" est a l'intersection 
des surfaces " iso p " '(sphere) et " iso 0 " (demi cone), c'est done le "cercle parallele" (C 1 ) qui 
est parallele au plan (Ox,Oy) de centre m' et de rayon m'M. 

La figure II.7 represente les courbes coordonnees au voisinage du point M(p,0,cp). 




Fig. II. 7 




Ill- Systemes d'axes locaux ("reperes locaux") 



1- Position du probleme 

Soit A(M) un champ de vecteurs defini en un point M de l'espace ; en general ce 
point M est un point mobile qui decrit une trajectoire. A chaque instant on peut associer au 
point mobile M un systeme d'axes dont la direction varie d'un instant a l'autre avec le point. 
Ce systeme d'axes est appele systeme d'axes locaux ou "repere local". Le champ de vecteurs 
A(M) pourra alors se decomposer a chaque instant sur les axes locaux. 

A titre d'exemple un point materiel M en mouvement possede a chaque instant 
une vitesse v(M) (champ de vecteurs) ; cette vitesse peut s'ecrire comme la resultante de ses 

composantes selon un systeme d'axes dont l'origine est placee en ce point M (ou en un point 
quelconque) et les directions dependent de la position du point. 

II s'agit done de preciser ces directions ainsi que les autres caracteristiques du 
"repere local" dans le cas d'un systeme de coordonnees quelconques (q^q^q^), puis dans les 

cas particulier de systemes de coordonnees cartesiennes, cylindriques et spheriques. 

2- Determination du "repere local" dans le cas general 
a- Direction et sens des axes locaux 

Soit un systeme de coordonnees (q^^^) et un point M(q |/ q 2 ,q^); ce point est a 
l'intersection des trois courbes coordonnees "q. variables" (figure III.l). 




Fig. III.l 




Considerons un deplacement infinitesimal (dM) q sur la courbe coordonnee q variable et 

i 1 

— ^ 

supposons que (dM ) q soit suffisamment petit pour qu'il soit confondu avec la tangente a la 
courbe en M(q ,q ,q ) 



Nous pouvons ecrire : 

(dM) q - (MMj ) 

1 

avec M(q 1 ,q 2 ,q 3 ) et M q (q^dq^q^q^) deux points sur cette tangente (figure III.2) ; l'element 

— ^ 

differentiel (dM ) q s'ecrit alors : 



<3M 

(dM ) q =j- dq 

i 0q, 1 



._. ( dM)q, _ dM 
dq, dq. 



amsi 



est un vecteur tangent en M a la courbe coordonnee "q variable". 




Fig. III. 2 

— ^ 

En considerant successivement deux autres deplacements infinitesimaux (dM) q 

2 

= (MM, ) et (dM ) q = (MM 3 ) respectivement sur les courbes coordonnees "q variable" et "q 

3 2 3 

variable", nous deduisons de la meme maniere que precedemment, que les vecteurs : 




et 



( d M)q 2 = 8M 

dq 2 dq 2 

( d M) q3 = dM 
dq 3 dq 3 



sont tangents en M a ces deux courbes coordonnees (figure III. 3). 



L'ensemble des trois vecteurs 



dM oM oM 



dq. 5q 2 Sq s 



qui dependent de la position du point 



M(q 1 ,q 2/ q 3 ) definit un systeme d'axes locaux ou "repere local" associe au systeme de 
coordonnees (q^q^q^). Le caractere "local" de ces axes vient du fait qu'ils dependent 
justement de la position du point M(q |/ q 2 ,q^) a chaque instant. 




q 2 



variable 



Remarques : 

, — "■ 

Tout champ de vecteurs A(M)peut s'ecrire comme la somme de trois composantes qui 
sont les projections de A(M) sur les axes locaux; ainsi nous pouvons ecrire : 



A(M) Aq^+Aq^+Aq^ 




avec A Q la projection de A(M) sur la direction , c'est-a-dire sur la tangente en M a la 

Sq, 

courbe coordonnee "q variable". 

N 



Si nous considerons un deplacement infinitesimal quelconque dMde Mjq^q^q^) nous 
pouvons done ecrire egalement : 



dM = (dM) + (dM) + (dM) 

^1 %. % 

dM 

avec (d M ) = dq projection de d M sur la tangente en M a la courbe coordonnee 

q i dq, i 

"q variable". 

i 



L'origine d'un systeme d'axes locaux peut etre placee en un point quelconque de l'espace 
une fois que leur direction a ete determinee a chaque instant. 



b- Vecteurs unitaires de base du systeme d'axes locaux 

5M OM 5M 

Nous avons defini trois vecteurs independants , , qui caracterisent les 

dq i dq 2 dq 3 

directions du systeme d'axes locaux. Nous pouvons leur associer des vecteurs unitaires de 
meme sens et meme direction en les normalisant. Ainsi, les vecteurs unitaires sur e n . sur la 



direction 



^^sont definis successivement par 

dq, 



OM OM 



5M 



e 




dq, 




dq 2 




dq 3 


dM 


e q 2 = 


dM 




dM 


dq! 




dq 2 




dq 3 





) est une base de vecteurs unitaires du "repere local". 



Remarques : 




ft (3M 

Si les courbes coordonnees sont orthogonales, c'est-a-dire si au point M les directions , 

dM CM 

, sont perpendiculaires deux a deux, alors la base ( e q , e q , e q ) est orthonormee. 

0q 2 dq 3 123 

Nous avons alors : 



e q . | = 1 et e q .. e q . = 0 pour i # j 



Si, en plus nous avons : 



e q a A e q 2 e q 3 



e q 2 A e q 3 _ e q i 



e q 3 A e q a _ e q 2 



la base (e q ^, e q ^ , e q ^) est alors directe. 



La base du systeme d'axes locaux etant definie, nous pouvons ecrire tout champ de 
vecteur A(M) sous la forme : 



A(M) - A q ^ e q^ + Aq^ e q 2 + Aq^ e q^ 



avec A q ^ = A q e q ^ et A q ^ representant la valeur algebrique de la projection de A(M) sur la 
direction de e q , c'est-a-dire : 



A(M)=(A(M).eq 1 ) H qi + (A(M).Hq 2 ) + (AfMj.e^) 



3- Systemes d'axes locaux en coordonnees cartesiennes, cylindriques et spheriques 
a- "Repere local" en coordonnees cartesiennes (q 2 = x , q 2 = y , q 3 = z) 



Soit un systeme de coordonnees cartesiennes (0,x y z) et i , j , k une base 
orthonormee directe associee a ce systeme. 





V 



Fig. III.4 

Soit M(x,y,z) un point de l'espace tel que : 

OM = x i + y j + zk 

Nous nous proposons de determiner le "repere local" en M en appliquant la demarche suivie 
au § III. 2 precedent. 

Le point M(x,y,z) est a l'intersection des trois droites X'X, Y'Y, Z'Z qui 
correspondent respectivement aux trois courbes coordonnees " x variable 11 , 

11 y variable 11 et " z variable 11 (figure III.4). 

Considerons sur la courbe " x variable 11 (droite X'X) un deplacement elementaire 
(dM) x ; celui-ci est porte par la tangente en M a la courbe coordonnee "x variable" (c'est-a- 

dire la droite X'X passant par le point M est parallele a Ox). Nous pouvons done ecrire : 

(dM ) x = dx i 

Par ailleurs d'apres ce qui precede (§ III. 2) et en faisant = x nous avons : 




5M 5M 

(d M ) x = dx , avec = i si on identifie les deux expressions de (d M ) x . Dans ce cas 

dx dx 

<9M _ , v i i ,, , 

definit directement le premier vecteur unitaire e x du repere local, en effet : 



e x = 



8M 

dx 



dM 

dx 



I i I 



- i 



En refaisant de meme sur les autres courbes coordonnees, nous obtenons : 



e v = j et e = k 



Le repere local en M(x,y,z) est done defini a partir de ses vecteurs de base 
( e x , e y , e z ) qui constituent un triedre orthonorme et direct. 

Remarques : 

Tout champ de vecteur A(M) peut etre decompose a chaque instant selon ses composantes 
sur le "repere local" en coordonnees cartesiennes : 



A(M) = A x e x + A y e y + A z e z 



avec A x = A(M) . e x ; A y = A(M) . e y ; A z = A(M) . e z 

En particulier un deplacement elementaire quelconque du point M dans l'espace s'ecrit : 
d M = (d M ) x + (d M ) y + (d M ) z 

= dx e v + dy e v + dz e e 
x J y z z 

b- Repere local en coordonnees cylindriques (qj = r, q 2 = (p, q3 = z) 

Soit un point M(r,(p,z) defini par ses coordonnees cylindriques. Ce point est a 
l'intersection des trois courbes coordonnees"r variable","(p variable" et "z variable", (figure 
III.5) 




z 




Fig. III.5 



La courbe 11 r variable 11 est la demi-droite M'M . Considerons le vecteur unitaire 
e r sur cette direction et oriente dans le sens croissant de r c'est-a-dire dans le sens croissant 

de l'axe M'M . Un deplacement elementaire de M sur la courbe coordonnee 11 r variable 11 
lorsque r varie de dr s'ecrit : 

(dM ) r = dr e r 



Par ailleurs nous avons : 



(dM)r 



0M 

dr 



dr 



en identifiant les deux expressions precedentes nous obtenons : 



dM 

dr 



e r 




dM 

ce qui permet d'avoir la direction d'un axe du " repere local 11 en l'occurence celle de qui 

dr 



est celle de e r , et de definir le vecteur unitaire sur cette direction par 



dM 

dr 

dM 

dr 



c'est-a-dire par 



e r . 



Reprenons la meme demarche pour la courbe coordonnee 11 (p variable 11 , c'est-a- 
dire le cercle de centre M 1 et de rayon M'H = r. Nous definissons sur la tangente en M a ce 
cercle un vecteur unitaire e 0 oriente dans le sens croissant de (p (figure III.6). Soit (dM ) (p un 

deplacement elementaire de M sur la courbe coordonnee 11 cp variable ", lorsque (p varie de 
d(p. Supposons que d(p est suffisamment petit pour que ( dM ) (p soit porte par la tangente . 




Ainsi nous avons : 

(dM )(p - r dtp e 9 



par ailleurs 

( dM )(p = -r— dcp 
dcp 

d'ou 

dM , _ 

— =rd(p e 
dcp 

ce qui permet de deduire que la seconde direction du systeme d'axes locaux est celle de c (p et 

dM 



le vecteur unitaire sur cette direction est donne par 



dcp 

dM 

dcp 



c'est-a-dire par . 




Enfin sur la courbe coordonnee 11 z variable " qui est la droite mM parallele a oz, 
definissons un vecteur unitaire e z oriente dans le sens croissant de z, c'est-a-dire dans le sens 

— ^ 

croissant de l'axe mM . Soit (dM) z un deplacement elementaire de M sur la courbe 
coordonnee " z variable " lorsque z varie de dz; nous avons alors : 

(dM) z - dz e z 



par ailleurs nous avons : 



(dM) z = 



3M 

dz 



d'ou 



8M 

dz 



- c.. 



et la derniere direction du systeme d'axes locaux est done determinee; e'est celle de e z , 

dM 



puisque le vecteur unitaire associe est 



dz _ 



dM 



= e. 



dz 



Ainsi le "repere local" (systeme d'axes locaux) en coordonnees cylindriques est 
entierement determine. La base de vecteurs unitaires (e r ,e (p/ e z ) que nous avons associee au 

repere local est orthonormee (les courbes coordonnees etant orthogonales en M) et directe. 

Remarques : 

^ — * 

Tout champ de vecteurs A(M) peut s'ecrire a l'aide de ses composantes dans le systeme 
d'axes locaux : 

A( M ) — A r e r + A^ + A z e z 



avec 



A r - A(M) . e r 
A(p — A(M) . e 9 
A z = A(M) . e z 



composante radiale 
composante orthoradiale 
composante axiale 




Un deplacement elementaire quelconque dM s'ecrit alors sous la forme d'une somme de 
ses trois composantes : 

dM = (dM ) r + (dM ) <p + (dM ) z 
= dr e r + r d(p + dz e z 

c- Repere local en coordonnees spheriques : (qj= p , q2 = 0 / q3 = <p) 

Soit un point M(p,0,(p) defini par ses coordonnees spheriques. Ce point 
est a l'intersection des trois courbes coordonnees " p variable ", 11 9 variable 11 et 11 (p variable 
11 (figure III.7) . 



z 




Fig. III. 7 



La courbe coordonnee p variable est la demi-droite OM ; definissons e p vecteur 

unitaire sur OM oriente dans le sens croissant de p = OM c'est-a-dire de O vers M . Soit un 
deplacement elementaire (dM ) sur cette courbe coordonnee lorsque p varie de dp 



(dM ) p = dp e p 




, . dM 

(dM) p =— dp 



en identifiant les deux expressions, nous deduisons : 

dM _ 



dp 



- c, 



dM 



ce qui permet la determination de la direction de , c'est-a-dire celle de l'axe local associe 

M F dp 

a la coordonnee p au point M. 

La courbe coordonnee " 9 variable 11 est de demi cercle meridien (C) passant par M 
; soit e p le vecteur unitaire porte par la tangente en M au demi cercle (C) et tel que son sens 

— ^ ^ 

correspond au sens croissant de l'angle (Oz,OM ) (figure III. 8). 




Fig. III. 8 

Soit (dM)Qun deplacement elementaire sur la courbe (C) lorsque la variable 0 
varie de d9 ; nous avons : 



(dM ) 0 = p d0 e e 



par ailleurs 



(dM)e = 



dM 

~8Q 



d0 




d'ou 



5M 

~de 



= p e e 



La direction du second axe du "repere local" est donnee par celle de 



dM 

~8Q’ 



c'est-a- 



dire par la direction de e 9 et le vecteur unitaire associe est defini 



par 



dM 
59 _ 
dM 
50 




Enfin pour la troisieme direction du "repere local" nous considerons la courbe 
coordonnee " cp variable " qui est le cercle parallele (C 1 ) de centre M'. Soit c (p le vecteur 

unitaire porte par la tangente a (C 1 ) au point M et oriente dans le sens croissant de (p et soit 
(dM ) le vecteur deplacement elementaire du point M sur (C 1 ) lorsque (p varie de d(p (figure 

in. 9). 



/ 

/ 

'(C) 




(dM) = MM, 

- | MM' | dtp e. 




par ailleurs 



= p sin 0 d(p 



/ jiT/t \ SM J 

(dM)^— d<p 



d'ou 



PM 

5(p 



= p sin 0 e 



PM 

La direction du troisieme axe local est celle de > done celle de e m . Le vecteur unitaire 

dep 9 

associe a cette direction est : 



PM 

dep 



PM 

3cp 



r sin 0 . 
rsin0 



e 9 — e <p 



Ainsi le "repere local" au point M en coordonnees spheriques a pour direction des 
PM PM PM 

axes celles de > et respectivement, (ces directions etant orthogonales), et a pour 

5p 50 5cp F V a > r 

base orthonormee et directe, le systeme ( e p , e 9 , c (p ) tel qu'il a ete defini. 

Remarques : 

Tout champ de vecteurs A(M) peut s'ecrire comme la resultante de ses composantes selon 
les axes locaux : 



A(M) = A p e p + A 0 e e + A^ e 9 



avec 

A p = A(M) . e p composante radiale de A(M) 
A 0 = A(M) . e 0 composante de A(M) 

A^ = A(M) . e 9 composante de A(M) 




Si A(M) = OM nous avons dans ce cas : 



OM = p e p 

avec e p = e p (0,(p) fonction des parametres 0 et (p. 

Un deplacement elementaire dM quelconque s'ecrit dans la base ( e p , e 0 , e ) sous la forme : 
dM = (dM) p + (dM ) e + (dM 

= dp e p + p d0 e 9 + p sin 0 d(p e 

d- Passage d'un repere local a un autre 

Nous prouvons passer de la base en coordonnees cartesiennes (e x ,e y ,e z ) a la 
base en coordonnees cylindriques ( e r , e 9 , e z ) par les relations : 

e r = (e r .e x ) e x + (H r .H y )H y + (e r .H z )d z 
= cos (p e x + sin (p e y 

e = (e .e le + (e .e )e + fe .e )e 

<p V (p x / x V cp y / y V cp y ) y 

= - sin(p e x + cos(p e y 




Ainsi, nous remarquons que nous avons e r = e r ((p)et c i:) = e (cp). 

De meme, les vecteurs de la base en coordonnees spheriques peuvent s'exprimer 
en fonction des vecteurs de base en coordonnees cartesiennes par les relations : 

e p = (e p -ex)ex+ (e p .e y ) H y + (e p .e z ) H z 
= sin0 cos(p e x + sin0 sin(p e y + cos 0 e z 



~ (e 0 .e x ) H x + (e e .e y ) H y + (e e .e z ) H z 




et 



= cos0 cos(p e x + cos0 sirup e y - sin0 
e = (e . e ) e + fe . e le + fe . e ) e 

(p V cp x / x V (p y / y V cp y / y 

= sirup e x + cos(p e y 

Nous remarquons dans ce cas que nous avons e p = e p (0,(p) , e e = e 0 (0,(p) 
e (p = e (p (cp). 

Les representations planes sur les figures III.10 et 11 permettent de trouver 
facilement les relations precedentes. 



r 



Fig. III.10 Fig. III.ll 

plan parallele deduit de la Fig.III.5 demi plan meridien deduit de la Fig.III.7 

4- Cas particulier : repere local de Serret Frenet et formules associees. 
a - Presentation 

Soit une courbe orientee representant la trajectoire d'un point materiel M . Dans 

les paragraphes precedents nous avons defini des systemes d'axes locaux qui sont lies a la 
position du point M(q |/ q 2 ,q^) / l'element trajectoire n'intervenant pas c'est a dire que si le 

point M(q ,q ,q ) est sur la trajectoire (C.) ou (C 9 ) par exemple, le repere local en ce point est 

le meme car il est lie a la seule position du point. Le repere local de SERRET FRENET que 
nous allons introduire est d'un type different des autres dans la mesure ou ce systeme d'axes 






locaux depend a la fois de la trajectoire du point materiel et de la position de ce point sur la 
trajectoire et non pas seulement de la position du point dans un repere donne. 




Ainsi si on connait les caracteristiques de la trajectoire on peut alors definir en chaque point 
et de maniere unique un systeme d'axes locaux particulier appele repere de SERRET 
FRENET. Les composantes dans ce repere sont appelees composantes intrinseques. 



b - Elements caracteristiques d'une courbe (trajectoire) 

La connaissance des caracteristiques d'une courbe quelconque (c'est-a-dire qui 
n'est pas forcement plane), telles que les notions de plan osculateur, normale principale, 
binormale, rayon de courbure, rayon de torsion, etc, sont necessaires pour la determination 
du triedre de SERRET FRENET et les relations entre les vecteurs unitaires de ce triedre, aussi 
avons nous developpe en paragraphe annexe toutes ces notions. 



c - Triedre et base de SERRET FRENET 

Soit (C) une courbe trajectoire et M un point de cette courbe. On considere la 
direction MT de la tangente a (C) au point M et sur cette direction un vecteur unitaire 
x oriente dans le sens de parcours de la trajectoire (figure III. 13). 




Fig. III. 13 



Par ailleurs, soit MN la direction de la normale principale a la courbe (C) au point 

— ^ 

M, c'est-a-dire la perpendiculaire a MT qui est contenue dans le plan osculateur a la courbe 
(C) au meme point, on considere alors sur cette normale principale un vecteur unitaire 
n oriente positivement vers le centre de courbure de (C). 

Enfin soit MB la direction de la binormale a la courbe au point M , c'est-a-dire la 

perpendiculaire au plan ( MT , MN ) et on considere un vecteur unitaire b porte par ( MB ) et 
oriente de telle maniere que ( t , n , b ) soit un triedre direct. 



Ainsi le triedre ( MT , MN , MB ) definit le triedre de SERRET-FRENET et 
constitue la base orthonormee directe qui lui est associee , c'est-a-dire nous avons : 



(r,n,b) 



t A n = b 
n A b = t 



b A t = n 



d - Formules de SERRET-FRENET 

Soit (x,n,b) la base de SERRET-FRENET et un point M d'abscisse curviligne "s" 
sur la courbe trajectoire (C); le rayon de courbure R(s) et le rayon de torsion T(s) de la courbe 
(C) au point M sont definis (voir annexe A) par les relations : 

dr n 



ds R(s) 



(1) 




( 2 ) 



db _ _n_ 

ds T(s) 



A partir de ces relations nous pouvons deduire l'expression de 



dn 

ds 



En effet : 



ii = b 
dn _ 
ds 



A x 

T-(bAx) 

ds 



dn 

ds 



A x + b A 



dx 

ds 



compte tenu des relations (1) et (2) nous avons : 



dn 

ds 



n A _ r , 

A x + b A 

T(s) 



n 

R00 



d'ou 



( 3 ) 



dii _ b x 

ds T(s) R(s) 



Les formules (1), (2), (3) sont appelees formules de SERRET-FRENET. 



IV- Caracteristiques fondamentales de la cinematique 

La notion de temps ayant ete introduite precedemment nous presentons les 
notions de trajectoire, de vitesse et d'acceleration. 

1- Trajectoire - Equations parametriques du mouvement 

a - Trajectoire 

Soit un mobile M et O une origine fixe. A chaque instant t la position de M est 

— ^ 

donnee par le vecteur OM(t) . L'ensemble des positions du point M lorsque t varie de 
maniere continue constitue une courbe (C) qui represente la trajectoire du mobile. 




b- Equations parametriques 



Soit un systeme de coordonnees (q^q^q^); la position d'un point materiel M par 
rapport a un repere est donnee par ses coordonnees Mjq^q^q^). Si le point M decrit une 
courbe trajectoire (C), les coordonnees q ^q^q^ sont en general des fonctions d'un parametre 

auxiliaire t qui determine la position de M sur cette trajectoire. Les equations du mouvement 
de M sur la trajectoire (C) sont alors : 

q a - f (t) 
q 2 = g(t) 
q 3 = h(t) 



Exemples : 

Dans le systeme de coordonnees cartesiennes x,y,z un point M qui evolue sur une 
trajectoire circulaire de rayon R dans le plan xOy (voir figure IV.l) a pour equations 
parametriques de mouvement : 

x = R cos cot 

y = R sin cot 



z = 0 




Fig. IV.l 




Dans le systeme de coordonnees cylindriques r,cp,z le meme mouvement du point 
M est decrit par les equations parametriques : 



r = R = cte 



cp(t) — co t 



z = 0 



Remarques : 

En mecanique le parametre t represente souvent le temps; cependant d'autres parametres 
sont egalement utilises dans les equations parametriques. Par ailleurs, toute courbe 
trajectoire associee a un mouvement peut etre representee parametriquement d'une infinite 
de manieres, en substituant au parametre t considere initialement, un autre qui en est deduit 
par une relation quelconque. Ainsi dans l'exemple precedent du systeme de coordonnees 
cartesiennes au lieu de t on peut prendre cp = cot et on aura avec le parametre cp : 

x = R cos cp 

y = R sin cp 



z = 0 



En eliminant le parametre auxiliaire (quel qu'il soit) entre les equations parametriques 
nous pouvons trouver la ou les relation (s) reliant les coordonnees des points de la courbe 
trajectoire. Ainsi dans le cas simple precedent 

x = R cos cot 

y = R sin cot 



z = 0 



l'elimination de t nous donne : 



x 2 + y2 - r 2 e |- z = o 




qui represente l'equation d'un cercle dans le plan xOy. 

Dans le cas plus general d'une courbe trajectoire gauche, l'elimination du 
parametre t permet de passer des equations parametriques x(t), y(t), z(t) (si on se place dans 
le systeme de coordonnees cartesiennes par exemple) aux courbes exprimees par 
l'intersection de deux surfaces. On obtient alors deux equations reliant x,y,z : 



fl(x,y,z) = 0 


(1) 


gl(x,y,z) - 0 


(2) 



Signalons que ceci n'implique pas que l'intersection des deux surfaces representees par (1) et 
(2) soit exclusive aux seuls points de la courbe (C). D'autres points autres que ceux qui 
constituent (C) peuvent verifier egalement simultanement (1) et (2). Done des conditions 
supplementaires sont necessaires pour que les equations (1) et (2) soient absolument 
equivalentes aux equations parametriques x(t), y(t), z(t). 

2- Vitesse d'un point materiel 

a- Vitesse moyenne 

Soit un point materiel M en mouvement dans un referentiel (R). A l'instant t le 
point est en A et a un instant t' il est en A'. 




La vitesse moyenne du mobile entre t et t' est par definition : 



-» — » 

AA' AA -> -> 

v niov (M) = avec AA = AA' et At = t' - 1 

m °y v ’ t '_ t At 



Cette vitesse moyenne ne depend que du point de depart et du point d'arrivee. Cette 
vitesse moyenne est peu utilisee du fait qu'elle ne rende pas compte de revolution de la 
vitesse entre les instants t et t'. 




b- vitesse instantanee 



La vitesse instantanee d'un mobile M a un instant t, par rapport a un referentiel 
(R) est la limite de la vitesse moyenne precedemment definie, lorsque At = t'-t tend vers 0. 



^ „„ .. AA OA'-OA 

V (M) = lim v mo (M) - lim — — = lim (1) 

7 At At 

At — > 0 At — > 0 At — > 0 

Si O est une origine fixe quelconque, on peut associer a chaque instant au mobile M, le 

— ^ 

vecteur position OM(t) fonction vectorielle de point. Ainsi a l'instant t le mobile est en A et 
— ^ ^ ^ 

nous avons OM(t) = OA et a l'instant t' = t + At le mobile est en A' et nous avons OM(t + At) = 

— ^ 

OA' . D'apres (1) la definition de la vitesse instantanee se ramene done a celle de la derivee 

— ^ 

par rapport au temps de la fonction vectorielle OM(t) . 



v(M) = Iim 0M(1 + A1) -° M(t) 
At 



lorsque At — > o 



= lim 



AM 



At 
At — > 0 



et on note cette vitesse instantanee en utilisant l'ecriture differentielle v(M) = 



dM 

dt 



la vitesse instantanee etant relative au referentiel (R) on adoptera la notation suivante pour 
la suite. 



v(M) / R = 



A dM A 

dt 



/r 



Remarques : 

La vitesse instantanee v(M) est tangente a la trajectoire (C) et orientee dans le sens du 
mouvement (figure IV.2). Si x est le vecteur unitaire porte par la tangente a la courbe au 
point M et oriente dans le sens du mouvement du mobile, nous pouvons ecrire : 





La vitesse s'exprime en unite de longueur par unite de temps [L][T -1 ]. 

c. Hodographe du mouvement 

Soit une trajectoire (C) parcourue par un mobile M. En chaque point Aj de la trajectoire 
(figure IV.3) (c'est-a-dire a chaque instant tj) le point M a une vitesse 
V ti (M) - V; . 




Soit un point fixe O pris comme origine des vecteurs equipollents aux vecteurs 

— ^ 

v ; ; c'est-a-dire a partir du point O on trace les vecteurs OB; = v ; (i = 1,2,...). La courbe (C 1 ) 
definie par les extremites Bj est appelee hodographe du mouvement (figure IV.4). 



t 

/ (C ) 




Fig. IV.4 




3- Acceleration d'un point materiel 



L' acceleration par rapport a un referentiel (R) associee a un mobile M traduit la 
variation au cours du temps du vecteur vitesse . En d'autres termes le vecteur vitesse est 
pour l'acceleration ce que le vecteur position est pour le vecteur vitesse. 

On definit done le vecteur acceleration instantanee y(M) du mobile M par rapport 
a un referentiel (R) par la derivee par rapport au temps du vecteur vitesse v(M) : 



y(M) /r = lim 



v(t + At) - v(t) 
At 



At — > 0 



2 dv(M) ^ 
v dt , 



/r 



(1) 



or nous avons : 



v(M) /r = 



r dM^ 



V dt j 



/R 



d'ou 



y(M) /r - 



dv(M) 

dt 



/r : 



r dM^ 



v dt v 



dt 



/R 



JJ 



et en utilisant la notation : 



^dM^ 



dt 



V dt V JJ 



/r : 



f d 2 M A 



/r 



Nous deduisons que l'acceleration instantanee du mobile M peut s'ecrire : 



Y(M)/R - 



r d 2 M A 

dt 2 



/r 



Remarque : 

“&C 

On montre a partir de l'expression (1) que l'acceleration est toujours orientee vers la 
concavite de la trajectoire (figure IV.5). 





Fig. IV. 5 

•k _ v(t + At) — v(t) 

Par ailleurs soit 1' acceleration y(M) /r = lim — 



At 



At 



et soit O un point fixe a partir duquel on porte les vecteurs OB = v(t) et OB = v(t + At) , B et 

B' sont sur l'hodographe (C 1 ) lorsque At 0 0, B' tend vers B et le vecteur BB = v(t + At) - v(t) 
est alors tangent a l'hodographe (C 1 ). 




V- Composantes de la vitesse dans differents reperes locaux . 



Soit un point materiel M de vitesse instantanee) v(M) /R = 






V dt )/ R 



determinee par 



rapport a un referentiel (R). II s'agit de determiner les composantes de cette vitesse dans les 
differents reperes locaux que nous avons definis precedemment. II faut faire attention de ne 
pas confondre le systeme d'axes lies au referentiel par rapport auquel on definit la vitesse 
v(M) /r avec le repere local (ou systeme d'axes locaux) en tant que repere geometrique dans 

lequel on peut exprimer les composantes de cette vitesse. 



1- Repere local en coordonnees cartesiennes 



Soit (e x ,e y/ e z ) la base associee au systeme d'axes locaux en coordonnees 
cartesiennes et M(x,y,z) un point materiel. A chaque instant nous avons : 




OM(t) = x(t) e x + y(t) e y + z(t) e z 

O etant fixe par rapport a ( R ), on a par derivation relativement au temps dans le referentiel 
(R): 

r \ c - \ 

v(M) / r = — /R ^_j /R =-e I + -e J + -e z 

V J 

Les vecteurs e x , e y , e z ne dependent pas du temps. 

2- Repere local en coordonnees cylindriques 

Soit base locale en M(r,(p,z), point caracterise par ses coordonnees 

cylindriques (figure V.l). Nous avons : 

— ^ ^ ^ 

OM(t) = r(t) e r + z(t) e z = Om+ mM 

et par derivation par rapport au temps dans (R) 



^ , f dM | dr ^ . . de r dz _ . , de 7 

V (M)/ K= — /R =-e, + r(t) — + -e z + z(t) — 



or e z est fixe par rapport au temps et e r depend de (p, c'est- a-dire e r = e r [cp(t)] 

de r _ de r dtp 
dt d(p dt 



de r _ dtp 
dt dt 



dt C( p 



d'ou 




z 




Fig. V.l 



par ailleurs -p- = 0; nous deduisons done l'expression de la vitesse : 



v(M) /r = 



r dM ' 



dt 



dr - m dtp 

r ~ ~ e r + r (t) 



dt 



dz _ 

dt S + 



Remarque : 

Cette expression de la vitesse peut etre deduite egalement de celle du deplacement 
elementaire dM en coordonnees cylindriques. En effet nous avons vu au paragraphe III-3-b 
que : 



dM = dr e r + rd(p e + dz e z 



d'ou v(M) /r = 



^dM^ 



V dt J 



dr. 



dep 



dz 






3- Repere local en coordonnees spheriques 

Soit (e p ,e e ,e ) une base locale en coordonnees spheriques (figure V.2). Nous 
pouvons ecrire dans cette base a chaque instant : 



OM(t) = p(t) e p 



par derivation par rapport au temps dans le referentiel (R) nous obtenons : 




v(M) /r - 



dM^l dp^ de p 

dt y R dt p ^ dt 



Z 




Fig. V.2 



or nous avons vu au paragraphe III.3.C que e p est fonction de 0 et (p, c'est-a-dire que : 



e p = e p [9(t),(p(t)] 



d'ou 

de p _ 5e p d0 + 5e 9 dtp 
dt 50 dt 5(p dt 

et en utilisant les relations de passage du paragraphe III-3-d nous pouvons deduire que : 

de p „ 

— - = 

50 0 

et 



5e 



<p _ 



5(p 



= sin 0 e„ 



Lorsque l'on remplace les expressions precedentes dans celle de la vitesse nous obtenons 
done en coordonnees spheriques : 

dp- d0 _ . „ d(p 



v(M) /R = 



r dM^ 



V dt J 



/r 



dt 



g p + p dt 5 e + P sin0 dt 5 <( 




Remarque : 

Cette expression de la vitesse peut etre egalement deduite de celle du depalacement 
elementaire en coordonnees spheriques (voir III-3-c). En effet 
dM = dp e p + p d 9 e e + p sin 0 d(p e 9 



d'ou 



v(M) /r - 



^dM ' 



dt 



/r : 



dp 

dt 



e P + P 



d0 dcp 

dt e e + P sin0 dt e q 



4- Dans le repere de SERRET-FRENET : 



Soit s(t) l'abscisse curviligne d'un point M(s) sur une courbe trajectoire (C) 
d'origine O et M' est un point voisin de M (figure V.3) ; nous avons alors dM = MM' = ds 
- dM 

x , c est-a-dire : x = 

ds 



la vitesse du point M est 




v(M) /r - 



r dM^ 



v dt j 



R 



dM ds 
ds 



d'ou l'expression de la vitesse dans le repere de SERRET-FRENET: 




ds 

v(M) /r = T 



VI- Composantes de l'acceleration dans differents reperes locaux . 



y(M) /R - 



La meme demarche utilisee pour la vitesse va etre reprise pour l'acceleration 
f dv(M) A 



V 



dt 



d'un point M , determinee par rapport a un referentiel (R). II s'agit 



SIR 



done de determiner les composantes de cette acceleration dans les differents reperes locaux. 



1- Repere local en coordonnees cartesiennes 



Dans la base (e x ,e ,e z ) l'expression de l'acceleration y(M) /R s'ecrit 



Y(M) /r - 



dv(M)^) d 2 x _ d 2 y _ d 2 z _ 

l dt J /R dt 1 " 6 * + dt 2 " 6y+ dl^ 62 



les vecteurs e x ,e ,e z etant fixes dans le temps. 



2- Dans le repere local en coordonnees cylindriques 



Nous avons vu dans le paragraphe V-2 que : 



d'ou 



v(M) /r = 



r dM^ 



v dt y 



dr ^ . . d(p _ dz _ 

/r- a*. +I W 



y(M) /r - 



A dv(M) A 
V dt y /R 



- — (— e r ) + — (r(t) — )+ — ( — e z ) 

’• v r ' w dt dt v dt ’ 



d , dr _ v d . . . d© 

v -r, ( 

dt dt dt 



( 1 ) 



en explicitant le l er terme de repression precedente nous avons 



d . dr _ . d 2 r _ dr de r 
— ( — e ) = e + 

_ 1 . V I. r y , 2 r 



dt dt 



dt 



dt dt 




de r _ de r d(p _ d(p 
dt d(p dt dt 



d .dr. 



d 2 r^ dr d(p 



de meme, en explicitant le 2^ me terme de l'expression (1) nous avons 



dr d(p 



d(p de q 



_ ( r (t) g 1 = — - — v 5 + r — t- e + r — ^ 

dt dt dt dt 9 dt 2 9 dt dt 



or nous avons : 



de<p _ de^ dtp 
dt dcp dt 






2 / \ 2 

r dr d© d'cp , _ f dtp 

+r ^ ]e ^ r Ur e - 



Enfin, le 3^ me terme de l'expression (1) donne 



d .dz^ . d~z^ 

— ( — e 7 )= — v e 7 

dt v dt dt 2 



En remplacant (2), (3), (4) dans (1) nous obtenons l'expression de l'acceleration y(M) /R dans 
la base du repere local en coordonnees cylindriques : 



Y(M) /r - 



dv(M) 



dr f d(p^| dr dtp d 2 (p d"z - 

= [tt ' r -f R + t 2 ^7^7 +r TirK + TT e z 
dt I dt J dt dt dr dr 



3- Dans le repere local en coordonnees spheriques 




Dans ce repere nous avons vu l'expression de la vitesse : 



v(M) /r - 



A dM ' 



v dt y 



dp d9 dcp 

/r= dT e|I + P dt e e + P sine dT e t 



et par derivation 



Y(M) /r - 



A dv(M) A 



V 



dt V'/R 

- d ' dp e^+-t 

dt 



de 



= 5t ( ^ )+ i (p ^ 5 » )+ s (psin0 di^ ) 



dcp 



( 5 ) 



en explicitant le l er terme nous avons : 

Ac^Pg n = A£g + d p dg p 
dt dt p dt 2 P dt dt 

d 2 p^ dp 3e p d0 dp Se p dcp 

dt 2 P dt S6 dt dt Sep dt 

Se D Se D 

car e = e (6,cp)etde = — -d9 +— dcp 

se Sep 

or d'apres l'expression de e p donnee au § III-3-d, nous deduisons : 



se 



= e f 



et 




= sin 6 



d'ou 






+ 



dp de _ 
— — e fl 
dt dt 0 



+ 



dp dcp 
dt dt sinS 



de meme en explicitant le 2^ me terme de (5) nous avons : 



d_ 

dt 



de 



(p dt 



dp de 
dt dt 



e 6 + p 



d 2 e. 



dt 



r e e + p 



de de e 
dt dt 



or d'apres l'expression de e 6 donnee au § III-3-d, nous deduisons : 

de 0 _ Se e de Se e dcp 

dt 59 dt Sep dt 




d'ou 



d0_ _ dcp^ 

= e + cos 0 — e 

dt p dt 9 



d d0 

*<PcU 5 e)=-P 



"d0^ 2 

V dt y 



r d"0 dpd0_ . dcpd0^ 

e P +[p — T + — — ]e 0 + P cos0 — — e 9 
dt" dt dt dt dt 



enfin en explicitant le 3® me terme de (5) nous avons : 



d . .dcp dp . dcp ^ . dcp d0 _ . _ d 2 (p _ 

^(Psm0^e 9 )=^ sm0 — e(p +pcos0 — — e 9 +psin0-e/ p sm 



dcp de q 
dt 



dt 



or nous avons d'apres l'expression de e 9 donnee au § III-3-d : 



de 9 _ ^<p dcp 
dt dcp dt 

de 

et — L = - sin 0 e„ - cos 0 e fl 

dcp p 9 



en remplacant dans (5) les trois termes par leurs expressions respectives detaillees nous 
obtenons finalement : 



Y(M) /r - 



^dV(M)^ _ d 2 p 

1,0 P 

J/r dt" 



dt 



^d0^ 



V dt y 

{p 



- p sin " 0 



^dcp^ 

V dt y 



R 



d 2 0 dp d0 f dcp x2 

+]p — -+2 — p sm0 cos 0 — 

dt 2 dt dt ^ dt y 



}e e 



+ { p sin0 



■vp 



dp dcp 
dt dt 



dcp d0 



+ 2 sin0— — + 2p cos0 

dt dt 9 



4. Dans le repere de SERRET FRENET 




Nous avons vu precedemment l'expression de la vitesse, dans ce repere: 



v(M) /r = 



r dM^ 



V dt J, R 



ds ^ 

= — X = V X 

dt 



par derivation nous avons : 



Y(M) /r - 



dv(M) 
dt 



J t R 



d s _ ds dx 
x + 

dt 2 dt dt 



or nous avons, en tenant compte des formules de FRENET (voir § 1, 2, 3) 



dx dx ds n ds 



dt ds dt R(s) dt 



avec R(s) le rayon de courbure. Et en remplacant dans l'expression de l'acceleration nous 
obtenons finalement : 



Y(M) /r 



dYs 

dt" 



-x + 



^ds^ 

V dt y 



R(s) 



= YO + Yn 5 



( 6 ) 



Remarques : 

La composante tangentielle de l'acceleration est : 

dv d 2 s 
yt= dt "dt 2 



elle donne des indications sur la maniere dont le point materiel est accelere sur la trajectoire, 
tandis que la composante normale de l'acceleration (portee par la normale principale) 

V 2 rdsj 2 ! 

Yn_ R(s) R(s) 

permet de determiner la courbure de la trajectoire au point considere , y n est d'autant plus 
grande que le rayon de courbure est petit. 

On remarque d'apres l'expression y(M) /R = y t x + y n n que l'acceleration est toujours 
contenue dans le plan osculateur de la trajectoire au point considere. 




VII- Exemples de mouvements particuliers simples. 



1- Mouvement rectiligne 
a- Definition 



Un point materiel M est anime d'un mouvement rectiligne si sa trajectoire est une 



droite et si les vecteurs position OM (O point fixe sur cette droite), vitesse v(M) = 



dOM 

dt 



et 



acceleration y(M) = 



d 2 OM 
dt 2 



sont colineaires et portes par cette droite. 



b- Mouvement rectiligne uniforme 

Un mouvement est rectiligne et uniforme s'il repond a la definition (a) et si en 
plus, le module de la vitesse est constant, c'est-a-dire | v(M) | = cte ; ainsi pour un tel 

mouvement nous avons v(M) = etc . 



Remarques : 

Si M decrit un mouvement rectiligne uniforme et i un vecteur unitaire sur la droite 
trajectoire, nous avons : 



v(M) = v i 



y(M) - 



dv(M)^ 



dt 



dv r di 

= 1 + v — 

dt dt 



dv di 

avec ^ = 0 (mouvement uniforme) et — = 0 (mouvement rectiligne). Par consequent, pour 
un mouvement rectiligne uniforme nous avons a tout instant : 



y(M) = 6 



Un mouvement sur une trajectoire quelconque (pas necessairement rectiligne) est 
uniforme si le module de la vitesse est constant sur cette trajectoire. 




c- Mouvement rectiligne uniformement varie 



Un mouvement est rectiligne et uniformement varie s'il repond a la definition (a) 
et si en plus le module de l'acceleration est constant sur la trajectoire, c'est-a-dire | y(M) | = 

cte. Ainsi pour un tel mouvement nous avons y(M) = cte . 



Remarques : 

De maniere plus generale un mouvement sur une trajectoire quelconque (pas 

necessairement rectiligne) peut etre uniformement varie si l'acceleration sur cette trajectoire 
a un module constant | y(M) | = cte. 



Un mouvement uniformement varie est dit accelere si en plus, le carre de la vitesse est une 
fonction croissante du temps ; dans ce cas le produit scalaire v(M) . y(M) est positif. En effet, 
soit un mouvement uniformement accelere ; posons : 

v 2 (M) - v(M) . v(M) 



par definition du mouvement accelere c'est une fonction croissante et done 
0, d'ou : 



pV 2 (M) > 
dt 



— ( v(M) . v(M) )= 2 v(M) — v(M) > 0 
dt dt 

et nous avons bien v(M) . y(M) > 0 

De meme, le mouvement uniformement varie est dit retarde si v 2 (M) est une fonction 
decroissante du temps. Le produit scalaire v(M) . y(M) est alors negatif. 

d - Mouvement rectiligne sinusoidal 

Un mouvement est rectiligne sinusoidal s'il repond a la definition (a) et si en plus, 
l'abscisse du point mobile M est a chaque instant de la forme : 



x(t) = X m sin(cot + (p) 




Ainsi, si O est un point fixe sur la droite trajectoire et i un vecteur unitaire, nous 
avons les vecteurs position, vitesse et acceleration du point M qui sont donnes 
respectivement par : 



v(M) 



y(m; 



= [X m sin (cot+cp)] i 
i = [X m co cos (cot+cp)] i 

i = [- X m co 2 sin (cot+cp)] i 



- - co 2 OM 



X 1Tl est l'amplitude maximale du mouvement, co la pulsation et cp la phase. 

2- Mouvement circulaire 
a- Definition 

Un point materiel M est anime d'un mouvement circulaire si sa trajectoire est un 
cercle (figure VII. 1). 



Z 




Si R est le rayon du cercle trajectoire le point M peut etre defini par ses equations 
parametriques soit en coordonnees cylindriques : 




r = R 



cp = (p(t) avec (p = ( Ox , OM ) 
z = cte (= 0 dans le cas de la figure) 
soit en coordonnees cartesiennes 



x(t) = R cos (p 
y(t) = R sin (p 

z(t) = cte (= 0 dans le cas de la figure). 

b- Vecteur vitesse de rotation 



Nous nous placons en coordonnees cylindriques (ou polaires); l'expression de la 
vitesse est alors d'apres (V-2) : 



dr _ d(p ^ dz _ 
v(M) = — e + r — e + — e 
dt r dt 9 dt z 



( 1 ) 



or dans notre cas nous avons r = R = cte et z = cte ; et en remplacant dans (1) 



v(M) - R 




( 2 ) 



Puisque le mouvement est circulaire c (p est tangent au cercle trajectoire ; par ailleurs le 
triedre (e r ,e 9 ,e z ) etant orthonorme et direct nous pouvons ecrire l'expression (2) sous la 
forme : 



v(M)-R^(e z A5 r ) 

dt 



- — e A R e 
dt z 




_ d(p _ dtp 

Le pseudo vecteur co= -pc z est appele "vecteur vitesse de rotation", ^ etant la valeur 

algebrique de vitesse angulaire, posons OM= R e r et nous avons alors l'expression de la 
vitesse pour un mouvement circulaire sous la forme : 



v(M) = d> A OM 



Remarque : 

Dans le cas particulier ou le mouvement circulaire est uniforme nous avons 



v(M) | = | v | = | R | = cte 



= cte 



c- Vecteur acceleration 



En derivant l'expression (3) nous pouvons deduire l'expression de l'acceleration 



( dv(M)3 d 

y(M) - = — (eo A OM) 

l dt ) dt 



dco _ . dOM 

= — A OM + co A 

dt dt 



explicitons chacun des termes ; ainsi pour le premier 



dco A rZt. d ( dcp _ i . _ 

— A OM = — e 7 A R e r 

dt dt l dt ) 



= Ai,A d i)ARe, 

V dt 2 dt dt 7 



R^?(e z Ae,) 

dt- 




- R 




e 



<p 



d 2 cp 

avec ~^2 etant la valeur algebrique de l'acceleration angulaire . 
Pour le second terme 



co A 



dcp^ 
■= — e 7 

dt z 


A 


d 

dt 


(Re r ) 


dcp _ 
= — e 7 


A 


R 


de r 


dt z 






dt 


dcp _ 
= — e 7 


A 


R 


dcp _ 

e ,n 


dt 






dt 9 




2 

(e z A e 9 ) 




e r 



d'ou l'expression de l'acceleration en coordonnees cylindriques pour un mouvement 
circulaire : 



y(M) - y r e r + y 9 e 9 



Ainsi cette acceleration s'ecrit sous la forme d'une somme de deux composantes : 



dcp 



r 

y r = - R I dt J e r est la composante radiale (qui est de meme direction que la 
composante normale car la trajectoire est circulaire). 

y = R — est la composante orthoradiale (qui est de meme direction que la 
dt 2 

composante tangentielle puisque c Q est tangent au cercle trajectoire). 



Remarques : 




^ . d(p . 

Si le mouvement circulaire est uniforme nous avons vu que | | = cte et par consequent 

d 2 (p 

l'acceleration angulaire = 0, l'acceleration y(M) se limite alors a sa seule composante 
radiale (ou normale) puisque sa composante orthoradiale y (p = 0. 



La description du mouvement circulaire peut se faire egalement dans le repere de 
SERRET-FRENET. Nous avons vu (VI.6) que l'expression de l'acceleration dans ce repere 
s'ecrit : 



Y(M) - 



d 2 
dt 




2 



n 

R(s) 



= y t x + y n n 



dv d 2 s 

avec la composante tangentielle y t = ^ et la composante normale y n 

1 W 2 

R(s) UtJ • 



v 2 

R(s) 



Pour un mouvement circulaire, le rayon de courbure est tout simplement le rayon R du 
cercle trajectoire . Par ailleurs, ds etant un element du cercle, nous avons : 

ds = R d(p 

ds d(p 
dt = R dt 



d 2 s d 2 (p 
dt 2 = R dt 2 



en remplacant dans l'expression de l'acceleration nous obtenons 



H 2 

y(M) = R — ^x + R 
dt 2 



dq) i 2 



dt J n 



dv _ v 2 ^ 

= — x + — n = y t x + y n n 
dt R 




avec 



d 2 (p [d(P | 2 

Yt " R dt2 Gt y n =R Ut ) 



3- Mouvement helicoidal 
a- Definition 

Un point materiel M decrit un mouvement helicoidal si sa trajectoire est une 
helice circulaire (figure VII. 2). 

La projection m du point M dans le plan Oxy decrit alors un cercle. 



z 




Fig. VII.2 



b- Equations parametriques. 

On se propose d'etudier le mouvement helicoidal en coordonnees cylindriques 
r,(p,z . Les equations parametriques du mouvement de M sont alors : 

r = R 



tP = tp(t) 




z - z(t) 



telles que: a z(t) = b cp(t) + c 

a, b, c etant des constantes non nulles simultanement. Le mouvement helicoi'dal est dit non 

b b h 

degenere lorsque a + 0 et b / 0. Le rapport “ est le pas reduit de l'helice . On pose ~ ^ , h 

etant le pas de l'helice, c'est-a-dire la variation de z lorsque M fait un tour. 

Si a = 0 et b + 0 alors cp(t) = constante , le mouvement de M est alors un 
mouvement rectiligne. 

Si a ¥= 0 et b = 0 alors z(t) = constante le mouvement de M est un mouvement 
circulaire. Dans les deux derniers cas on parle alors de mouvement helicoi'dal "degenere". 

c- Expression du vecteur vitesse : 

Soit (u,u',k) les vecteurs unitaires de base en coordonnees cylindriques, c'est-a- 
dire que l'on pose u = e r , u' = c (p et k = e z . A chaque instant nous pouvons ecrire : 



OM = r u + z k 



avec r - | Om | - R 
z - mM 

La vitesse v(M)par rapport a un referentiel quelconque s'exprime dans la base 
( u , u' , k ) par : 



v(M) = 



dr _ 

— u + r 
dt 



d(p_, dz- 
— u'+ — k 
dt dt 



Si le mouvement 
(O x ,0 u ) = 0 alors tp = cot et 



est uniforme et si nous supposons qu'a l'instant t = 0 (p = 
dcp 

= co. Le vecteur vitesse s'ecrit alors : 



(17 — ■ 

v(M) - R co u'+ — k 
dt 



compte tenu de la relation z(t) 



h c 

2n + ^ / nous avons 




( 1 ) 



v(M) = R co u' + 



A^p k 

2n dt 



= R co u' + 



hco r 
— k 
2n 



le module de la vitesse est : 



v(M) 



= CO 




+ 



h 2 

(27 r) 2 



par ailleurs nous pouvons determiner l'angle \| / (voir figure VII. 3) que fait le vecteur vitesse 
avec la direction Oz en ecrivant le produit scalaire : 



v(M) . k = | v(M) 
et d'apres (1) 




d'ou 



v(M) . k 



hco 

2n 



COS \\f = 



h/2n 




Tangle \\t est done constant. 




d- Expression de l'acceleration 



L'acceleration y(M) par rapport a un referentiel quelconque s'exprime dans la base 
( u , u' , k ) en coord onnees cylindriques par l'expression : 



y(M) = [ 



drr 

dt 2 



- r 



^dcp^ 
Vdt j 



' r „ dr dcp d 2 (p n _, d 2 z - 

u+ 2 " + r — y- ] u + — — k 

dt dt dt 2 dt 2 



or dans le cas du mouvement helicoi'dal 



r = R et z(t) = ^ cp(t) + | 



d'ou 



y(M) = - R I 



^ 2 d 2 (p 

vdtj U+R ^ U ' + 



h d 2 p - 
2n dt 2 



Si le mouvement est uniforme avec 



d(p 

dt 



= co 



l'acceleration s'ecrit alors 



y(M) = - R co 2 u 

C'est-a-dire que seule la composante radiale de l'acceleration n'est pas nulle ; y(M) dans le 
cas du mouvement uniforme passe par l'axe du cylindre (axe O z), et elle est parallele au plan 
(Ox,Oy). 

VIII- Mouvement a acceleration centrale . 

1- definition : 

Le mouvement d'un point materiel M est a acceleration centrale, s'il existe un 

— ^ 

point fixe O, appele centre du mouvement, tel que le vecteur OM et le vecteur acceleration 
y(M) soient constamment colineaires (voir figure VIII.l). Ceci se traduit par la relation : 



OM A y(M) = 0 




M 
O 

Fig. VIII.l 

A partir de la relation fondamentale de la dynamique 
F= m y 

nous remarquons que ce type de mouvement se rencontrera chaque fois qu'un point materiel 
sera en mouvement sous l'effet d'une force passant par un point fixe (force centrale). 

Exemple : 




La Terre tourne autour du Soleil sous l'action d'une force attrative dont la 
direction passe toujours par le centre du Soleil. Son acceleration passe par leur centre de 
masse qui peut etre considere comme fixe. Ceci reste vrai chaque fois que nous avons deux 

corps soumis a leur seule interaction ; nous verrons alors que, dans un pareil cas, le 
mouvement des deux corps M-j et M2 de masses rrq et m2 peut etre reduit au probleme a un 

mi m2 

seul corps M de |i = + soumis a la force d'interaction de ces deux corps, exercee en C, 

centre de masse. 

2- Proprietes du mouvement a acceleration centrale. 
a- Constante du mouvement 

Considerons C le moment en O de v(M) , vecteur vitesse du point M : 



C = OM A v(M) 

ce vecteur est une constante du mouvement ; en effet : 

dC _ dOM 
dt dt 



A v(M) + OM A y(M) 




Chacun des termes etant nul, — = 0 

dt 

Done pour que le mouvement d'un point M soit a acceleration centrale de centre O, il taut et 
il suffit que le moment en O du vecteur lie v(M) soit constant : 



OM A v(M) = C 

Remarques : 

Le moment cinetique du mobile M en O est : 

L 0 = OM A mv(M) 

= m C 

d'ou C = 

m 

Par consequent le moment cinetique par rapport a O est constant au cours d'un mouvement 
a acceleration centrale. 

Le vecteur constant C est determine par les conditions initiales. 

_ — > 

C — omo A v () 

ou omo et v 0 sont respectivement la position et la vitesse initiales du point M. 



b- Caractere plan du mouvement : 

— ^ ^ 

La relation OM A m v(M) = C implique que OM et v(M) sont perpendiculaires a 

i — ^ 

C . Ainsi, a tout instant OM et v(M) appartiennent au plan (P) perpendiculaire a C : la 
trajectoire de M est done plane (voir figure VIII.2). 





Remarque : 

“$C —*■ — *• — ► 

Si le moment de v(M) en O est nul, C = 0 , alors la trajectoire de M est portee par une droite 
passant par O. En effet si C = 0 alors : 

OM A mv(M) = 6 



done la vitesse est centrale et de centre O. En posant OM = r e r , le vecteur e r etant unitaire, 
nous avons : 



e r A ^=0 
dt 



(1) 



par ailleurs 



(e r ) 2 =(e r .e r ) = l 



done 



e r .^=0 

dt 



( 2 ) 



de. 



De ces deux equations (1) et (2) nous deduisons que — L = 0 et done que e r est constant ; ainsi 

dt 



la trajectoire est portee par une droite passant par O. 




c- Loi des aires : 



Enonce : 

— ^ 

Dans un mouvement a acceleration centrale le rayon vecteur OM balaye des aires 
egales pendant des intervalles de temps egaux. 



Pour simplifier l'etude du mouvement nous allons considerer que la trajectoire est 
dans le plan xOy. Exprimons le vecteur Cen utilisant le repere local e r , c ip , e z en 

coordonnees cylindriques. Nous avons vu (§ V.2) que le vecteur position et le vecteur vitesse 
peuvent s'ecrire : 

OM = r e r 



_ dr _ d© _ 

v(M) = — e + r — e 
dt dt 



9 



En portant dans : 

C = OM A v(M) 



on obtient : 



C-r2 




avec 



C = r2 



dtp 

dt 



( 3 ) 



C designe le module constant du vecteur C . A partir de l'arc MM ' = r d(p, on deduit l'aire 
elementaire balayee par le rayon vecteur pendant l'intervalle de temps dt : 

r 2 

dS = ~2 d(p (4) 



des relations (3 ) et ( 4), on deduit : 
1 

dS = 2 C dt 




II en decoule que le rayon vecteur OM balaie des aires egales pendant des intervalles de 
temps egaux; cette propriety porte le nom de loi des aires. La constante C, est appelee 
constante de la loi des aires et s'ecrit : 



C = r 2 



d(p 

dt 



= 2 



dS 

dt 



Remarque : 

On appelle vitesse areolaire a l'instant t, la derivee par rapport au temps de l'aire balayee 
par OM : 



dS _C 
dt “ 2 

Cette vitesse est constante pour un mouvement a acceleration centrale. L'aire balayee 
s'obtient par integration ; en supposant que pour t = 0, S = 0, on obtient : 

C 



Ce resultat a ete trouve lors de l'etablissement des lois du mouvement des planetes auteur du 
soleil, il est connu sous le nom de 2 time loi de Kepler. On montre que les planetes decrivent 
autour du soleil un mouvement a acceleration centrale de trajectoire elliptique dont le soleil 
est l'un des foyers. 



A t n 




Si les intervalles Atj et At 2 sont egaux, alors les surfaces balayees AS] et AS 2 sont aussi egales 
d'apres la 2 emc loi de Kepler. La planete se deplace plus rapidement quand elle se rapproche 
du soleil. 

d- Sens du mouvement : 



D'apres la loi des aires, nous avons : 




C = r 2 



dcp 

dt 



Nous remarquons que r ne s'annule jamais au cours du mouvement et que est de meme 

signe que C . Si C > 0, alors dcp > 0 et par consequent (p est strictement croissante. Alors que 
dcp 

pour C < 0, ^ < 0 et cp est strictement decroissante. Ceci signifie que le rayon vecteur 

OMtourne toujours dans le meme sens pour le mouvement a acceleration centrale. 
L'equation de la trajectoire est donnee par une equation de la forme r = f(cp). 

3- Formules de Binet : 

Les deux formules de Binet s'obtiennent en eliminant le temps respectivement 
dans les expressions de v 2 et de y , en tenant compte de la relation C = r 2 ^pc z 



a- Premiere formule de Binet 

Exprimons la vitesse en coordonnees cylindriques (V-l). 

dcp. 



dr 

dt 



v( M )^_e r + r— e 9 



d'ou 



or 



/ 2 (M) - 



'dr j 2 
dt 



+ r 2 



dcp^] 2 
dt 



et 



dr dr dcp 

dt dcp dt 

dcp C 
dt = r 2 



En remplacant dans v 2 (M) nous obtenons la premiere formule de Binet 
v 2 (M) - 



^dr^j 


2 C 2 , 


rq 


vdcpj 


a +r2 


l r y 



2 




soit 



v 2 (M) = C 2 



f 1 1 


fdr]2 1 " 


2 

V 2 


IdtpJ r 4 y 



1 

Faisons le changement de variable u = 7 ; nous avons alors : 



du du dr 1 dr 

d(p dr dcp r 2 d(p 



done 



v 2 



= e 



u 



2 + 



v d(pJ J 



qui represente la premiere formule de Binet avec la variable u. 

b- Deuxieme formule de Binet 



Ecrivons l'acceleration en coordonnees polaires (voir § VI- 2 ) 

^d(p 



d 2 r 



dv(M) 

y ( m ) = — — = [—2 " r 

dt dt 



v dt j 



\ 2 2 

' , _ r „ dr dm d‘(p , _ 

R + +r TT ]e ^ 

dt dt dt 



f(M) = y r e r + y 9 e q 



Par definition du mouvement a acceleration centrale, nous savons que 
y(M) A e r = 0 

En rcmplacant y(M) par son expression nous avons : 

(Yr e r + Y(p S)Ae r = 0 
( Yep e<p) A = YqR = 6 



d'ou Y^ = 0 

done y(M) = y r e r 



e'est-a-dire y(M) = [ 



d^r 

dP 



f 



- r 



d(p 
v dt j 



R 



Eliminons le temps dans cette expression : 




d(p 

dt 



d 2 r 

dt 2 



d_ 

dt 



'drj 

UtJ 


d 


fdr 2 


dep _ 


d 


' dr dep" 


d(p 


v dt y 


dt 


d(p 


v d(p dt , 



d(p _ 
dT”r 2 

d'ou 



d^r _ C _d _Tdr C A 
dt 2 “r 2 d(pl d( P r 2 J 



C 2 _d_p_ dr' 
r 2 d(p v 1-2 d(pj 



C 2 d 2 1 
r 2 d(p 2 ^ r ^ 



et en remplacant dans l'expression de l'acceleration nous obtenons la deuxieme formule de 
Binet 



C 

y(M) = - — — 



l 

- + 



d 2 ,1 A 



d(p 2 



-(-) 



1 

En faisant le changement de variable u = ~ ; nous obtenons : 



d2r 2 d2u 
cP=' C “V 



et 



done: 



^d(p ^ 2 

V dt y 



C 2 u3 



y(M) = -C 2 u 2 



u + 



d 2 u 



d(p 2 



0 

e r 



qui represente la deuxieme formule de Binet avec la variable u. 

4- Exemples de mouvements a acceleration centrale 



a- Particule dans un champ Newtonien. 




Soit une particule de masse m soumise a l'action d'une force centrale en r ~ 2 : 



K est positif ou negatif suivant que la force est attractive ou repulsive. Par exemple dans le 
cas de l'interaction coulombienne la force s'ecrit : 

p= _LMl 1 

47 ts 0 r 2 r 

elle est attractive si les charges electriques sont de signes contraires et repulsives si elles sont 
de meme signe. 

Dans le cas de la force de gravitation exercee par la masse M sur la masse m la 
force Newtonienne gravitationnelle s'ecrit : 

F = - avec G - 6.67 10" 11 MKSA 

r r 



Cette force est toujours attactive; on dit que m se trouve dans un champ Newtonien attractif 
et soit ju, = GM. 

A partir de la relation fondamentale F = my, on peut ecrire : 

um r 

my = “ — i — 
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remplacons y par son expressison dans la deuxieme formule de Binet : 



- ju, m u 2 = - m C 2 u 2 
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d'ou 
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dq > 2 +U = C 2 



La solution generale de cette equation differentielle est : 

1 ja 

u = ~ = A cos (9 + a) + 



C , A et a sont des constantes a determiner a l'aide de la position et de la vitesse initiales. On 
pose 




